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ABSTRAK
lCertas ini memperihalkan per luasan persamaan pembeza York.
Dalam bentuk asalnya persamaan pembeza York berbenCUK lengah
pemalar manakala dalam kertas ini lengah iCa berqancung juga
kepada keadaan sistem itu. Jika lenqah iCu besar maka vujud
penyelesaian berkala.
1. Pendahuluan
Kita mulai dengan persamaan ~embeza 'fork (lihat Nussbaum
[9 ])
'f' (5) - - 'f('f(5-l»)
dengan ~ suatu pemalar positi! dan
f (y) - r l' r>2.
1 + Irl r'"
(1)
(2 )
Persamaan (1) dan (2) adalah suatu model pengeluaran sal
darah merah.
1
Banyak k a j i a n  t e l a h  d i a t  menoenai (1) .dan ( 2 ) ,  a t a u  dalam 
bentuk s e - a a n y a  ?It) - -af (x(t-1))  (1- m q e l s t o r f  111, 
Chaprn i2.31, Kaplan dan !for): 161 dan Nussbaum [ 7 , 8 , 9 ] ) .  
PC-lu juaa CiZikIzkan bahawa lengah dalam pezsamaan (1) i r ~  
dipengkl ih i  juga oleh y ( s )  i a i t u  keadaan s is tem i fu pada 
sebaranq ketika. Sejcarang &pertimbangkan persamaan 
>* IS) - - r ( Y ( S - ¶ ( Y ( s I ) ~ ) ) .  (PI ( 3 )  
dengan f-gsi ~alam persamaar. (2) termasuk dalam ke las  
funqs i  L. Denqan pengaanzian s - ut dan y ( s )  - x ( t ) ,  
pe-samaan (3 )  adalah s e r a r a  dengan 
- 1  
X' (t) - - c f ( X ( =  - a q ( x ( t ) )  - 1)).  ( 4 )  
Persamaan yanq &an diicrji aaalah dalam benruk ini. 
-1 Baai memua*an kiza, k i t a  q n a k a n  'axazanua p - 1 - m I I U I I  
denuan Ugl - s u p i l g ( x )  I :  - < x < -1. Kelas funas i  i dan g 
menepazi h:poresis b e r m = :  
H1 f : R - R adalah suazu fungs i  a a n j i l ,  c dan t e r b a r a s .  
WujuZ sua tu  n i l a i  x ,  dencan fl[O,x,]  'ak menyusut dm 
f 1 [x,,s) =a): menokok. Juga' wu j u l  p e m a i ~ -  pos iz i f  1, :, X o  
dan o yang memenuhi 
1 - x I 5 (1 + dxe)x-=, x a x 
0 .  
HZ g : R - R aaalah sua tx  funps i  genap, cl, t e r b a t a s  aan t ak  
nega t i f  dengan ql [O,-) zak menyusct, u q u  5 1 dar Ug'U n 1. 
Penyelesaian b a g i  
- 5  x' (t) - - a r t  - q ( Y ( t ) )  - 1)) 
Xl[O.?I - v 
dengan p 5 t < T s -, bagi furrgsi awal 9I[O,p], adalah suatu 
fungsi x(t) yang meapunyai sifat-sif,lt berikut: 
i) x(t) = W(t) , OstsP, 
ii) x(t) tertakrif dan selanjar baqi Ost<T, 
iii) x(t) wujud dalam doamain g(x) bagi OSt<T, 
iv) x(t) memenuhi persamaan (5) bagi prt<T, dengan 
terbitan sebelah kanan diambil pada t=p. 
Teorem asas kewujudan dan keunikan persamaan pembeza lengah 
adalah seperti berikut: 
Teorem 1. [ a ] :  Andaikan f (x) dan g(x) selanjar dan Lipschitz. 
Jika 91 [O.p] Lipschitz, maka masalah awal (5) dan (6) 
mempunyai penyelesaian unik dan selanjar terhadap fungsi 
awa1.a 
2. Keputusan Yang Diperolehi 
Keputusan utama yang diperolehi ialah teorem berikut: 
Teorem 2: Andaikan HI dan HZ benar, r>O dan u>r/(r-11. Jika 
a besar maka wujud penyelesaian berkala xa(t) baqi (5) dan 
(6) yang mempunyaL sifat-sifat berikut: 
i) Wujud %>2 (l+a-'ilgli) dengan xa (t) >O untuk O<t<qa dan 
xa(t+q; = -xa(t) untuk semua t. 
ii) hada+ q, = m.  Suatu pemalar @=@(I-) memang wujud unt 
memenuhi q 
a 
contc >h:Semua keputusan Teorem 2 benar untuk 
dengan r integer positif dan r>2. 
Pembuktian Teorem 2 melibatkan analisis asimptot 
penyelesaian x(t) baqi persamaan (5) dan (6) dan penqgunaan 
teorem Titik Tetap Schauder. 
Teorcm (TeOrem Titik Tetap Schauder): Andaikan X suatu 
subset tertutup, terbatas dan cembunq bagi suatu ruanq 
Banach. Jika pemetaan F : K + K adalah selanjar dan padat 
maka F mempunyai suatu titik tetap.. 
3. Ringkasan Pcmbuktian Teorem 2 
Andaikan c = (r+l]-l. Set Ka ditakrif seperti berikut: 
1 Xa = {9 E C [O,P] : Paf (X*), Ilq'llsaf ( x * ) ,  
q tak menokok, q(p) = (2. l)at}. 
Menqikut Teorem 1 vujud penyelesaian unik x(t;p,a) baqi 
masalah awal (51 dan (6) untuk q berada dalam K~ denqan f 
1 dan q memenuhi H1 dan HZ. C [O,pl adalah suatu ruanq Banach 
dewan lllpll = mak imakgstsplp(t) ,mako,t,plp' (t) I } . xa adalah 
SUatU set tertutup, terbatas dan cembunq. 
Andaikan zl sifar pertama bagi x(t;lp,a) dan m = x(zl-1) 
Boleh dibutikan bahawa terdapat pemalar positif cl dan c2 
memenuhi 
E f 
c a s m s c a .  1 2 (7) 
seterusnya kita boleh buktikan juga bahawa 
r-1 
x(z +2p) 5 -cjm 1 ('3) 
denqan c3 pemalar positif. 
Bagi nilai m yang cukup besar (oleh kerana (7) ini bermakna 
juga bagi nilai a yang cukup besar) dan r>2 maka didapati 
C 
x(z +2p) 5 -c mr-ls -Om 5 -(2.1)a . 1 3 C (9 )  1 
Takrifkan r sebagai nilai t yang pertama lebih besar 
daripada zl+2p memenuhi x(r) = -(2.1)aC.(Boleh ditunjukkan 
dengan senang bahawa zl dan r wujud). 
seterusnya takrifkan 
~~q = $, ~ ( t )  = -x(s-p+t), o a t s p. 
I Boleh dibuktikan bahawa Fa memetakan Ka ke Ka dan Fa adalah 
suatu pemetaan yang selanjar dan padat. 
Mengikut teorem 3, Fa mempunyai suatu titik tetap Oa. Oleh 
kerana f ganjil 2an g pula genap maka x(t;ea,a) adalah 
penyelesaian berkala bagi persamaan (5) dengan kalaan 
2(r(ea,a)-p) = 24, Jika ditakrifkan xm(t) = -x(t+~~;@~,a) 
maka xa(t) adalah penyelesaian berkala baqi ( 5 )  dengrn 
xa(t) > 0 bagi O<t<qa, qa= r(@,,a)-p dan xa(t+qa) = -xc,t) 
untuk semua t. Boleh dibuktikan juga bahawa pa2@ar-2 drngan 
B(r) suatu pemalar positif.(Pembuktian lengkap memenai 
Teorem 2 boleh didapati dalam [lo]). 
4,Penyelesaian Berkala Baqi g Tak Menyusut 
Sekarang pertimbangkan fungsi g yang memenuhi hipotesis 
H2(D) yang berikut: 
1 H2(b) g : R + R adalah suatu funqsi tak menyusut, C , 
terbatas dan tak negatif denqan keadaan Rql a 1 dan 
Ilq' I1 c 1. 
Penyelesaian berkala juga wjud bagi persamaan ( 5 )  yanq 
memenuhi H1 dan H2(b) tetapi sifat kualitatifnya berbeza. 
Teorem 4: Andaikan H1 d m  H2 (b) benar, r>2 dan u>r/ (r-1) . 
Jika a besar maka wujud penyelesaian berkala xa(t) baqi (5) 
dan (6) yanq mempunyai sifat-sifat berikut: 
h i) Wujud q, 7 l+m-lsgll dan q, > 24, denqan x,(t)>O untuk 
O<t<q x,(t)<O untuk qa<t<$a dan x,(t) = x,($,+t) 
a ' 
untuk semua t. 
ii) had,+ q, = m. Suatu pemalar a=r(r) memang wjud untuk 
memenuhi qatrar-2 . m  
Contoh: Semua keputusan Teorem 4 benar untuk 
f ( X )  = X r+l dan g ( x )  = 0.5(1 + tanh x). 
l+IXI 
Pembuktian Teorem 4 serupa denqan pembuktian Teorem 2. 
Dengan menqgunaxan tatatanda seperti tatatanda dalam 
pembuktian Teorem 2, suatu pemetaan selanjar dan padat Fa 
dari K, ke Xa ditakrifkan supaya titik tetapnya memberikan 
penyelesaian berkala baqi ( 5 )  dan (6). Tetapi dalam kes q 
tak menyusut pemetaan Fa berlainan dengan kes bila g genap. 
Misalkan zl dan z2 menandakan sifar pertama dan kedua bagi 
x (t) apabila Q berada dalam Ku. Kemudian xa(z2+2p) 2 ka c 
a 
dapat dibuktikan. Kita takrifkan 
r = r(q,n) = inf {t 2 z2+2p : x (t) = kac} 
a 
dan pemetaan Pa dari Xu ke Xa dengan F,(Q) = p dan 
*(t) = Xa(r-p+t), ostsp. 
(Boleh dibuktikan denqan senang bahawa zl, z2 dan r wujud). 
Fa adalah suatu pemetaan selanjar dan padat. Dengan 
menggunakan Teorem Titik Tetap Schauder, Fa mempunyai titik 
tetap pa dalam Ka yang memberikan penyelesaian berkala baqi 
( 5 )  dan ( 6 ) .  (Pembuktian lengkap mengenai Teorem 2 boleh 
didapati dalam [lo]) . 
5.Penyelesaian Hampir 
Teorem 2 (atau Teorem 4) membuktikan kewujudan penyelesaian 
berkala baqi (5) dan (6) untuK funqsi f dan q yang memenuhi 
hipotesis Hl dan HZ (atau H1 dan H2(b)). Seperti yang biasa 
terjadi penyelesaian tepat untuk x(t) sukar didapati bagi f, 
q dan ip yang diberi dan penyelesaian berangka digunakan. 
Suatu kaedah berangka yang digunakan adalah seperti yang 
diqunakan oleh Feldstein [5), iaitu menqgunakan kaedah 
Runqe-Xutta yang disesuaikan untuk persamaan pembeza lenqah 
dengan mengqunakan interpolasi Lagranqe untuk penqhampiran 
X(t) yang berada dalam hujah lengah itu. 
Teorem 2 (atau Teorem 4) juqa hanya menyatakan bahawa jika 
nilai n cukup besar maka wujud penyelesaian berkala, tetapi 
tidak dinyatakan batas bawah untuknya. Penyelesaian 
beranqka, (lihat [lo]), menunjukkan bahawa penghampiran 
untuk batas bawah itu 1.6. Bukti secara analisis mengenai 
batas bawah ini belum laqi diperolehi. 
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